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ôles

distincts
dans

m
od�ele

entr�ee/sortie
et

m
od�ele

de
bruit.

41



P
ro

cessus
M

ark
ovien

P
our

des
syst�em

esd�eterm
inistes,l'�etat

X
(t)

contien
t

toute
l'inform

ation
sur

le
pass�e

p
our

calculerla
r�eponse

future
(=

conditions
initiales)

P
our

un
pro

cessus
sto

chastique
:

X
(t)

estM
ark

ovien
si8t1

<
t2

<
:::<

tk
<

t
:

T
X

[x(t)jx(t1 );:::;x(tk )]
=

T
X

[x(t)jx(tk )]

C
hâ�ne

de
M

ark
ov:

siX
(t)

estune
S

A
quine

prend
qu'un

nom
bre

�ni
de

valeurs.

42



P
ro

cessus
de

M
ark

ov
discret

lin
�eaire,

stationnaire

X
(k

+
1)

=
A

X
(k)

+
W

(k);
X

2
R

n

W
(k)

:B
B

;
ind

�ependant
de

X
(k)

�
E

[W
(k)W

T
(j)]

=
Q

�
k

j

�
m

X
(0)

=
�X

0

�
C

X
(0;0)

=
E

[(X
(0)

�
�X

0 )(X
(0)

�
�X

0 ) T
]=

P
0

43



M
o

yenne
et

covariance

X
(k)

=
A

kX
(0)

+
k

�
1

Xj=
0

A
k

�
1�

jW
(j)

�
m

X
(k)

=
A

km
X

(0)
=

A
k

�X
0

�
P

our
j

�
0:

C
X

(k
+

j;
k)

=
A

jC
X

(k;k)
=

A
j�(

k)
C

X
(k;k

+
j)

=
C

X
(k;k)(A

j) T
=

�(
k)(A

j) T

V
ariance

de
X

(k):

�(
k)

,
C

X
(k;k)

=
E

f[X
(k)

�
m

X
(k)][X

(k)
�

m
X

(k)] T
g

44



C
alcul

r�ecursif
de

la
variance

:

�(
k

+
1)

,
E

f[X
(k

+
1)�

m
X

(k
+

1)][X
(k

+
1)�

m
X

(k
+

1)] T
g

=
E

f[A
X

(k)
+

W
(k)

�
A

m
X

(k)][A
X

(k)
+

W
(k)

�
A

m
X

(k)] T
g

�(
k

+
1)

=
A

�(
k)A

T
+

Q
�(0)

=
P

0

=
)

O
n

p
eut

calculer

m
X

(k);�(
k);C

X
(k

+
j;

k);C
X

(k;k
+

j);
j

>
0

45



P
ro

cessus
�a

repr
�esentation

M
ark

ovienne

M
o

d
�ele

:
P

ro
cessusdiscretY

(k)
tel

que
:

8<:
X

(k
+

1)
=

A
X

(k)
+

W
(k)

W
(k)

:B
B

(0;Q
)

Y
(k)

=
C

X
(k)

+
V

(k)
V

(k)
:B

B
(0;R

)

W
(k);V

(j)
non

corr�el�es
8

k;j

46



M
o

yenne,
covariance

�
m

Y
(k)

=
C

m
X

(k)
=

C
A

k
�X

0

�
P

our
j

�
0

:

C
Y

(k
+

j;
k)

=
E

f[C
X

(k
+

j)
+

V
(k

+
j)

�
C

m
X

(k
+

j)]

[C
X

(k)
+

V
(k)

�
C

m
X

(k)] T
g

=
C

A
j�(

k)C
T

sij
>

0

=
C

�(
k)C

T
+

R
sij

=
0

C
Y

(k;k
+

j)
=

C
�(

k)(A
j) T

C
T

sij
>

0

47



P
ro

cessus
�a

repr
�esentation

M
ark

ovienne
stationnaire

S
iA

estH
urw

itz
(j�

i (A
)j<

1
8

i)
=

)
X

(t)
tend

vers
un

pro
cessusstationnaire

�
m

X
=

lim
k

!1
m

X
(k)

=
0

�
C

X
(k

+
j;

k)
=

C
X

(j)
=

A
j�

j
�

0

o
�u

�
,

lim
k

!1
�(

k)48



C
alculde

�
:

S
olution

de
l'�equation

de
Lyapunov

�
=

A
�

A
T

+
Q

)
�

=
1Xj=

0

A
jQ

(A
T

) j

M
oyenne,covariance

de
Y

(k)

�
m

Y
=

lim
k

!1
m

Y
(k)

=
0

�
C

Y
(k

+
j;

k)
=

C
Y

(j)
=

C
A

j�
C

T
j

>
0

=
C

�
C

T
+

R
j

=
0

=
C

�(
A

T
) jC

T
j

<
0

49



D
ensit

�e
sp

ectrale
de

puissance
8<:

X
(k

+
1)

=
A

X
(k)

+
W

(k)

Y
(k)

=
C

X
(k)

+
V

(k)

(
)

Y
(k)

=
(C

(zI
�

A
) �

1
I) 0@

W
(k)

V
(k)

1A

=
L

(z)U
(k)

=
)



Y

(z)
=

L
(z)


U
(z)L

T
(z

�
1)

=
C

(zI
�

A
) �

1Q
(z

�
1I

�
A

T
) �

1C
T

+
R

car



U
(z)

=

0@
Q

0

0
R

1A50


