Factorisation Spectrale

Mic hel Gevers
CESAME - UCL
Louv ain-la-Neuv e

Belgium




Rapp els

Continu

FA stationnaire

centr ee X.(t)

Spectre aleatoire

R,
b_d!tx (t)dt

X()= ; 7>
e tx (1)d!

Xc(t) = %

Discret

SA stationnaire

centr ee X¢(n)

. P
X (e )=

Xe(n) = o

jn
Nwﬁam

X (e )en d




Covariance

Cx ()= EfX (DX (L )9

Densit e spectrale de puissance

R .
XA_vl onxﬁvm_.

1 1 j !
Cx()=£ 5 x(1)é! d

V ariance

R
2=Cx(0) =L ;  x(1)dl

Cx (n) = EfXc(K)X (kK n)g

. P
x (€ )=

Cx (n) =

1

2

1

=1
R;
0

Cx (n)e In
(6 )en d

« (e )d!




Transformation par un systeme lin eraire
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Theoremede Wiener-Kintchine:

v (1) G(')G (1) x(*) v(¢ ) G(e )G el ) x(¢ )
iG()I% x (1) jiG(¢ )i* x (¢ )
v (2) G(2)G (3-) x(2)

La densite spectrale de la sortie a une frequencedonnee ne depend que de
I'amplitude de G a cette frequence,pas de la phase.

SA stationnaire reelle
v(z) = G(2)G(z ') x (2)




Bruit Blanc
Processusstochastique faiblement stationnaire tel que:

Cw()= & () Cw(n)= ¢ (n)
w(l)= ,W< 8! <<Am_ ) = /W< 3
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Factorisation Spectrale

e(t)

5> L()

?

Donn e : Signal y(t) de spectre v (! )

Question : Existe-t-il un Itre L(!) tel que:
v(I)=L()L (1) ?

En discret : Existe-t-il un ltre L(€ ) tel que:

v(€ )=L(¢ )L (¢ ) ?




Cas Continu

9O une solution si :
N 1

in v ()i,

H 112 <1 Paley-Wiener

Solution pour un pro cessus reel rationnel

Processuseel ) vy(!')= v ( !) fonction paire
) v(1?)

rationnel ) y(12)= @5

D(! 2)

ou encore: y(s) = St




Racinesreelleset/ou complexesconjuguees

De plus) sis; estracine) Sj aussi

N( s?) _ C(s)C( s) _
D( s?) A(s)A( s)

v (8) = L(s)L( s)

L(s) =

mmw a tous sespobleset zerosdans le demi-plan gaude




Exemple

49+ 25! 2

(14+ 102+ 9)(! 4+ 1)

49 2552
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Cas Discret

O une solution si :

R .
jIn y(d )jd <1 Paley-Wiener

Solution pour un pro cessus reel rationnel

v(€ )=L(g )L (¢ ) g =jL( )j* E

Pro cessusreel ) y (e )= fonction paire de
) v(¢ )= vy(cos)

+e |

_ ¢
COSs = 5




Processusationnel ) numerateur et denominateur a coe cien ts reels

N(z+z ') _ C(zC(z ') ,
v(2) D(z+2z 1)  A(2A(z 1) E
C(2)

A(2)

L (z) a tous ses pdles dans jzj < 1

zeros dans jzj 1

Si v (€ ) n'a pasde racine sur le cercleunite

) L(z) stable et inversement stable




Filtre d'Inno vation - Blanc himent

v(2)=L(@)L(z V) ¢

On peut toujours choisir L(z) monique:
L(z)= 1+ 11z Y+ 1,z 2+ ;

On denit le Itre inverse: F(z)=

F(z2)= 1+ f.z Y+ foz 2+ :

X X
Y(k)= LEK j)=E®K+ LE(K

] =0 j=1
p S p s

E(k) = fiY(k J)=Y(k&+  fY(k
j=0 j=1

J)

J)
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2
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Flz)

-
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Calcul d'un predicteur a horizon 1

x .
Y (k) = E(k) fiY(k )
j=1

ETY(kifY()=y()) k 1gg
hs

EfE(K)IY()=y0);] k 199 fiy(k J)
j=1
X .
fiy(k j)
| =1

P(kik 1) = fiy(k j)

j=1




Pro cessus rationnel ) modele ni

2 _ C(z) C(z1) ,
= A2 A Y E

v(2)= L)Lz 1)

X X |
) Y= LEKk j)=E®K+ |z IEK)
j=0 j=1

) Y(K) = L@)E(K) = %Ea

On a utilis e: fz 1Y (k)g fY(k 21g
f2Y(K)g = fY(k+ 1)g




A(2) 2"+ az Y+ i+ a, 12+ a,
C(2) P+ P T+ i+ 12+ G avec p6 n
On denit : A(z Y=z "A(@2)

C(z Y=z PC(2)

C(2)
A(2)

C(z %)

Y (k) = A D)

2 EK) () Y(k)= =—ZLE(K)

Y(K)+aY(k 1)+:+a,Y(k n)= E(K)+cEK 1)+:+cE(K p)

E (k) 1+ Gz t+iitcz P Y (k)

l+a;z 1+:i+a,z "

—

A(z HY(K) = C(z HE(K)




Factorisation spectrale : exemple

5 4cos
10 6cos
5 2(z+z 1)
10 3(z+z 1)
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D'ou le modele d'innovations :

Y(k+ 1) WJQ_O = E(k+ 1)

Autres facteurs possibles:

@)= 22 @)= —2°
7) = =
1 1 2 NW




Le pro cessus de Wiener (random walk)

De nition
1. Y0 =0
2. Y (k) est Gaussiende moyenne nulle 8k
3. Y (k) estun processusa accroissemets independarts:

Pour tout k; < ko < :::< k, : lesvariables aleatoires

Y(kn) Y(kn 1);Y(kn 1) Y (k1); Y (k1)

sornt mutuellement independartes




Y(K)= Y(k 1)+ E(K) et Y(0)= 0

BBG(0; Z)
Proprietes:
1. EfY(k)g=0
P\ .
2.Y(k) = {4 EG)
3. Cy(k;l) = & min(k;I)

En particulier : Cy (k;k) = (k) =k 2

Remarque: Y (k) = L(z)E(k) avecL(z) = ;%5




2 Realisations d'un pro cessus de Wiener




Pro cessus Auto-R egressif (AR)

Modele :  A(z Y)Y (k) = E(k)

A(z H=1+az '+ :::+a,z "

A(z) = z"A(z 1) atoutes sesracinesdansjzj < 1

E(k) :BB(0; g)

Y(K)+ a;Y(k 1)+ :::+a,Y(k n)= E(K)

2

Densit e spectrale : Y(2) = s@aE D




Mo yenne, covariance

Si conditions initiales nulles
=) my(kl=0 8k O

En multiplian t le modele par Y(k 1), on obtient :

Cy()+ a;Cy(I 1)+ :::+a,Cy(l n) sil> 0




Equations de Yule-Walker:
Pour | = 0;1;:

Pour | > n:
O<A3+ _Av — QHO<A3+ Kk

ap

0)
1 i
W as 1+ a
a, a

1 dn 2

1)

1, Cy (N)

dn O< AXV

k = H. 2.3
0
Cvy (0)

10
WWQLC

Cy (n)




Exemple: AR (1)

Y(K)= Y(k 1)+ E(K) jj<1
E(k) :BB(0; £)

L(z) = ;*

z

Y(©)=0

my (k) = 0

Cv(j)= Cv(j 1)= ICv(0) j 0
Cy(0) = EfY(K)Y(k)g= *Cy(0)+ ¢

E

=) Cv(0)
Cv () — j>0

. Itre passe-bas

. Itre passe-haut
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F1G. 5.8: Samples from first-order autoregressive processes and their theoretical
autocorrelation functions; (a) o« = +0.9, (b) «, = —0.9




} o x(k)
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F1G. 6.4: A realization (a), the autocorrelation function (b) and spectrum (c) of a
discrete first-order autoregressive process (o; = +0.9)







Xk =Xk 1 05X, >+ W




Pro cessus a moyenne mobile (MA ou FIR)
Mo dele :

Y (k) C(z HE(K)

E(K)+ CiE(k 1)+ ::1:+ E(k p)

E(k) : BB(0; &) independart desY(j);j < k




Mo yenne, covariance

my (k)
Cy (0)
Cy (1)
Cy (2)

Cv(p 1)
Cy (p)
Cv(p+])

0 8 k
(1+cE+ 0+ o_wuv z
(Ci+ CCp+ 111+ CoCy 1)

AON+ C3CL + 111+ GGy Nv

(Cp 1+ CpC1) m

Co E
0 >0

=) La covariance Cy () s'annule pour tout | > la longueur de la

fenétre mobile.




Pro cessus Auto-r egressif a Mo yenne Mobile (ARMA)
Mo dele : A(z HY(K) = C(z YHE(k)

Y(K)+aY(K D+::+aY(k n)= E(K+GEK 1)+:::+cEK p)
A(z) = z2"A(z ') et C(z) = zPC(z 1) ont leurs racinesdansjzj < 1
E(k) :BB(0; g)

Mo yenne, Covariance
my (k) = 0

Multiplions ['equation par Y (k |) et prenonsl'esperance
mathematique :

Cy(h+a;Cy(I 1)+ :::+a,Cy(l n)
= Cevy () + c1Cey (Il 1)+ i1+ Cev(l p)

Supposonsn







Y(K)+ a;Y(k 1)+ :::+a,Y(k n)
= E(K)+ E(k 1+ ::+cE(k p] Ek 1)

Om<A _v+m.HOm<A _+H_.v+””“+ QUOm<A _+Uv

pourl =20




Permet de calculer

Ensuite :

Y(K)+ a;Y(k 1)+ :::+a,Y(k n)
= E(K)+GE(K 1)+::+cEk pl YKk n j) j>0

=) Cy(n+))+aCy(n+] 1+:i:+aCy()=0 8 >0




Exemple : ARMA (1,1)

Mo dele : Y(k)+ aY(k 1)= E(k)+ cE(k 1)
jaj < 1;jg < LE(K) :BB(0; £)

1. Calcul de Cegv(0) et Cev( 1)

0 10 1 0 1

@H O>© Cevy (0) >H@H_.> _.w
a 1 Cey( 1) C

=) Cev(0)= ¢ Cev( 1)=(c a) ¢




2. Calcul de Cy(0) et Cv (1) :
0 10 1 0 10 1

@H m>©O<AOv>H©H O>© Om<AOv>
a 1 Cy (1) c 0 Cev( 1)

2

=) Cy(0) H|WmNﬁ+ ¢’ 2ac)

2

Cy (1) H|mmNAo a)(1 ac)

3. Calcul de Cy(k);k 2:

Cv (k) aCy(k 1)=( & 'Cy(1)
2

(&) ! a)(1 ac

E
1 mNAo







Pro cessus ARMAX
(Auto-Regressiv. e Mo ving Av erage eXogeneous inputs)

Mo dele : A(z DY (k) = B(z HU(K) + C(z HE(K)

A(z 1) 1+ agz 1+ :::+ a4,z "

B(z 1) b+ bz *+:::+ b,z

C(z b 1+ ¢z "+ i+ cz P

B(z 1)
Az 1)

C(z Y

o= Az 1)

2 Ty + =2 LEK)

M émes pbles dans modele entr ee/sortie et modele de bruit.




Pro cessus de Box-Jenkins (BJ)
Modele:

B(z 1)

C(z 1)

= DE D)

P Tyk) + 222 e (k)

A(z J

P6lesdistincts dans modele entr ee/sortie et modele de bruit.




Pro cessus Mark ovien

Pour dessystemesdeterministes, |'etat X (t) contient toute l'information
sur le pass pour calculer la reponsefuture (= conditions initiales)

Pour un pro cessus sto chastique

X (t) estMarkoviensi8t; < to < ;i< ty<t:

Chame de Markov: si X (t) est une SA qui ne prend qu'un nombre ni
de valeurs.




Pro cessus de Mark ov discret lin eaire, stationnaire

X(k+ 1)= AX (k) + W(k); X 2 R"
W (k) : BB; independarnt de X (k)

EMWKWT ()] = Q
my (0) = Xo

Cx (0;0) = E[(X(0) Xo)(X(0) Xo)']=Po




Mo yenne et covariance

WAH
X (k) = A¥X (0) + A% T ITwW(j)
j=0

my (K) = Amy (0) = AKX,

Pour| O:
Cx (k + j; k) = Al Cx (k;k) = Al ( k)

Cx (kik +j) = Cx (k;k)(A)T = ( k)(A)T

Variance de X (k):

( k), Cx(kik) = Ef[X (k) mx (K)][X (k)




Calcul recursif de la variance

(k+1), EffX(k+1) my(k+ DIX(k+1) mx(k+1)]'g
= Ef[AX (k) + W(Kk)  Amyx (K)][AX (k) + W (k) Amx (K)]"g

(k+1)=A(KA"+Q 0) = Po

On peut calculer

mx (k); ( k);Cx (k+ j; k);Cx (k;k+j); >0




Pro cessus a repr esentation Mark ovienne

Mo dele : Processuddiscret Y (k) tel que:
8

S X(k+ 1) AX (K) + W (k) W (k) : BB (0; Q)
Y (k) CX (k) + V(K) V (k) : BB(O;R)

W (K);V(]) non correles8Kk; |




Mo yenne, covariance

My AXV = Cmy AXV = O>_AXO

Pourj O:

Cy (k+ J; k) Ef[CX(k+])+ V(k+]) Cmx(k+])]
[CX (k) + V(k) Cmx (k)]'g
CA ( k)CT sij >0
C(kC'+R sij =0
Cy(k;k +j) C( k)(AH)TCT sij >0




Pro cessus a repr esentation Mark ovienne stationnaire

Si A estHurwitz (j i(A)j< 1 8i)
=) X (t) tend versun processusstationnaire

my = _A___H_,: my (k) = O

Cx (k+j; k) = Cx(j) = A

ou _A___HB ( k)




Calcul de : Solution de I'equation de Lyapunov

A AT+0Q

x .
Al Q(AT)
j=0

Moyenne, covariance de Y (k)

my = Iim my(k) =0
k!l

Cy(k+j;k)=Cy(j)=CA CT j>0
CC'+R j=0
C(AT)CT j<o0




Densit e spectrale de puissance
8

S X(k+ 1) AX (K) + W (K)
Y (k) CX (k) + V(K)

0 1
W (K) ,

V (k)

(C(zl A) ! 1)@

L (2)U(K)
L(z) u(z)L"(z %)
mﬁ_ 3%0@ 1 AT) IcT+R

@® %A
0 R




